UNED. Centro Asociado de VITORIA-GASTEIZ

Escuela Técnica de Informatica

Programacion 11

Ejercicio gemplo 4

Curso 1997/98

L os presentes apuntes han sido elaborados para su distribucion gratuita a los alumnos de Programacion
Il de Informética de Sistemas y Gestion del CENTRO ASOCIADO DE VITORIA-GASTEIZ de la
Escuela Técnica de Informética de U.N.E.D.. Se ofrecen para uso personal de dichos aumnos
pudiéndose reproducir y transmitir siempre que se mantenga esta nota y no se realice actividad de
intercambio comercial de ningln tipo. En cualesquiera otras condiciones la copia, transmisién o
almacenamiento por cualquier medio fotogréfico, informético, telemético u otros requiere la autorizacion
expresa del autor. Se agradecerd la comunicacion de cualquier errata asi como cualquier comentario o
sugerencia.

(e-mail :jqcJljet.es)

© Jerénimo Quesada 1998

1. INTRODUCCION

En estos apuntes se desarrolla un gjercicio de disefio y verificacion de agoritmos con la
intencion de que sirva como un gemplo més de aplicacion de las técnicas expuestas en €
programa de la asignatura. Se aconsga revisar anteriores gercicios gemplos de esta
coleccion, en particular € publicado como EJEROL que, partiendo de un gemplo muy
smple, trata de introducir las técnicas de disefio y andlisis recursivo e iterativo. Se hara
referencia continua a texto base de la asignatura: “Disefio de Programas’, R.Pefia Mari,
Ed. Prentice-Hall y se utilizara la notacién definida en este texto.

2. ENUNCIADO

Se trata de disefiar y verificar un agoritmo que, dado un vector de N eementos, cacule €
vector cuyos elementos son iguales a los del primero pero desplazados (circularmente) k
indices a la derecha. Asi para N=5y k=2 dado € vector a=[3,2,6,7,5] caculara € vector
b=[7,5,3,2,6]. Se pide:

a) Especificacion rigurosadel problema

b) Disefio y verificacion de una versdn recursiva, incluyendo andlisis tedrico del coste de
gecucion.



) Disefio y verificacion de una version iterativa, incluyendo andiss tedrico dd coste de
gecucion.

d) Programaen MODULA 2 que implemente cada una de las versiones ddl agoritmo.

€) Estudio empirico ddl coste de gecucion

3. ESPECIFICACION

Definido € tipo vect como tipo vect= vector [1..N] de entero
una especificacion parad agoritmo puede ser:

{ Q®a=A U1£KEN }
accion desplazar(ab: ent/sal vect; k: natural)

{Rea=A U
" al {1.N}.(@@a+kEN Ub[a+k]=g[a])U(a+k>N Ub[a+k-N]=g[a]) *

4, DISENO Y VERIFICACION POR INMERSION NO FINAL

Para dcanzar una solucion recursiva a problema es necesario plantear una inmersion de
forma que sea posible establecer una recurrencia con disminucion del tamafio del problema
Se planteard en primer lugar unainmersién que dé origen auna solucién recursivano find.

En egte tipo de inmersién de modifica € agoritmo debilitando la postcondicion mediante la
incluson de dgun parametro adiciona, la nueva especificacion es.

{ Q°a=A U 1£kEN UOEIEN }
accion desplazarl(ab: ent/sal vect; k,i: natural)

{Rea=A U
"al {1.i}.(a+keEN Ub[a+k]=d[a])J(a+k>N U b[a+k-N]=ga])

serd desplazar(a,b,k)=desplazarl(a,b,k,N)

El caso trivid sera aguel en d que i=0, en este caso no es necesario redizar ninguna
operacion ya que la postcondicion se cumple d anularse € dominio del cuantificador " .

! Se puede intentar una postcondicion basada en la operacion mod , pero no parece resultar muy
elegante dado que los indices del vector se consideran entre 1y N 'y eso complica la operacion.



En @ caso no trivid se redizard una llamada recursva para i-1 y para cumplir la
postcondicion se ha de redlizar una operacion adicional consstente en asignar a bfi+k] o
b[i+k-N] & eemento de indice desplazado k lugares alaizquierda en € vector a (en sentido
circular). La solucion queda:

{ Q°a=A U 1£kEN UOEIEN }
accion desplazarl(ab: ent/sal vect; k,i: natural)
caxni=0® nada
O i>0® desplazarl(abk,i-1)
s i+kEN entonces
b[i+k]=4[i]
sno
b[i+k-N]=d[i]
fa

{Rea=A U
"al {1.i}.(a+keEN Ubla+k]=g[a])(a+k>N Ub[a+k-N]=d[a])

Se verifica a continuacion:
1) Q(x)p Bt(x)UBnt(x)

aA U1£kEN UOEIEN P i=0Ui>0, lo que esinmediato

2) QX)UBNt(x) P Q(S(x))
aA U 1£kEN UOEIEN Ui>0° a=A U 1£kEN U O<iEN y por tanto  se tiene que a=A U
1£KEN U O£i-1£N
3) Q(X)UBL(x) b R(X,triv(x))
a=A U 1£kEN UOEIEN Ui=0° a=A U1£kEN Ui=0 P
aA Ucieto® " a1 {1..0}.(a+kEN U bla+k]=d[a])(a+k>N U b[a+k-N]=&[a] (ya que se
anulad dominio dd cuantificador)
4) QXU BNt)UR(S(X).y) P R(X,c(y'X))
El miembro izquierdo de laimplicacion es:

a=A U 1£kEN UOEIEN Ui>0 U
" al {1.i-1}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N Ub[a+k-N]=ga])



Laoperacion adiciond c(y'X) es
s i+kEN entonces
bli+k]=di]
sno
b[i+k-N]=4[i]
fs
luego se tendré que R(x,c(y' X)) es.
aA U
"a 1{1.i-1}.(@+kEN U b[a+k]=ga])Ja+k>N U bla+k-N]=ga])U (i+kEN U
bli+K]=a[i]))U(i+k>N U bi+k-N]=4[i])

lo que es equivdente ala postcondicion.
5) Lafuncion t(ab,k,i)=i cumple esta condicion
6) t(abk,i-1)=i-1<i=t(abk,i)

Parad coste se puede establecer larecurrencia
T(N)=T(N-1)+ c Sendo yaque la operacién adiciona esde

cogte constante y se redliza una sola llamada recursiva con tamafio de problema disminuido en
unaunidad. Lasolucion de estarecurrenciada: T(N) T q(N)

5. DISENO POR INMERSION FINAL

Se planteara ahora una inmersién que dé lugar a una solucion recursivafina. En este caso se
mantiene la postcondicion de la funcion origina y se fortaece la precondicidn afiadiendo una
conjuncién gque contiene la postcondicidn debilitada. La nueva especificacion queda

{ Q°a=A U 1£kEN UOEIEN U
" al {1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N Ub[a+k-N]=g[a]) }

accion desplazar2(ab: ent/sal vect; k,i: natural)

{Rea=A U
"al {1.N}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N Ub[a+k-N]=ga])

y serd desplazar(a,b,k)=desplazar2(a,b,k,0)

Ahora se tendra un caso trivia cuando i=N ya que en este caso se cumple la postcondicion sin
necesidad de redlizar ninguna operacion. Cuando i<N se llamara recursivamente a la funcién



incrementando i en una unidad, pero antes se han de redizar la operacion necesaria para que
en esta nueva llamada se cumplala precondicion. La operacion adiciona consistira en asignar
gi+1] ab[i+1+k] o b[i+1+k-N] (segiin seai+1+k menor o mayor de N). La solucion queda:

{ Q°a=A U 1£kEN UOEIEN U
" al {1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N Ub[a+k-N]=g[a]) }

accion desplazar2(ab: ent/sal vect; k,i: natural)
cani=N® nada
O iN® g i+1+kEN entonces
b[i+1+k]=di+1]
sno
b[i+1+k-N]=di+1]
fs
desplazar2(ab k,i+1)
{Rea=A U
"al {1.N}.(a+kEN Ub[a+k]=ga])Ua+k>N U b[a+k-N]=g[a])

5.1. Veificacion y andlisis de coste asintético

1) Q(x)P Bt(x)U Bnt(x)

aA U1£kEN UOEIEN P i=N Ui<N, lo que esinmediato

2) QMU BNL(x) P Q(s(X))

aA U 1£kEN U OFIEN Ui<N © a=A U 1£kEN U O<i<N y por tanto se tiene que a=A U
1£kEN U OFi+1£N ademés en la operacion previa a la llamada recursiva se asigna gi+k] a
elemento de b adecuado para que verificandose antes de esa asignacion que:

" al {1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=a[a])Ja+k>N Ub[a+k-N]=g[a])

trasdlasetenga

" al {1.i+1}.(a+keEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N Ub[a+k-N]=ga])

3) Q(X)UBL(X) b R(X,triv(x))

a=A U 1£kEN UOEIEN U
" al{Ll.i}.(@@+keEN U bla+k]=g[a])J(a+k>N U b[a+k-N]=g[a]) U i=N es evidente que
implicalapostcondicion



4) QXU BN UR(SX).Y) P R(X,0(y'X))

Esinmediato yaque d ser funcidn recursivafina c(y',x) esla operacion nulay R(S(x),y") b
R(x,c(y'x))
5) Lafuncion t(ab,k,i)=N-i cumple esta condicion

6) t(a,bk,i-1)=N-(i+1)<N-i=t(abk.i)

Parad coste se puede establecer larecurrencia
T(N)=T(N-1)+ c Sendo ya que la operacién adiciona esde

cogte constante y se redliza una sola llamada recursiva con tamafio de problema disminuido en
unaunidad. Lasolucion de estarecurrenciada: T(N) T q(N)

6. DISENO Y VERIFICACION ITERATIVO

Lasolucion iterativahade ser delaforma:
{ Q°a=A U1£kEN }
accion desplazar(ab: ent/sal vect; k: natural)

inicidizar;
mientras B hacer {P}
restablecer;
avanza,
fmientras

{Rea=A U
" al {1.N}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])((a+k>N U b[a+k-N]=g[a])

Enlaque P esd invariante dd bucle y B la condicion de proteccion dd bucle. Se tendra
PU-Bb R

El primer paso en € disefio es la obtencidon de Py B. Para élo es conveniente expresar la
postcondicion R como conjuncion de dos predicados de forma que uno de dlos se tome
como invariantey € otro como inverso de la condicion de proteccion del bucle. Por gemplo:

Roa=A U
" al{Ll.i}.(a+kEN Ubla+k]=g[a])U(a+k>N Ub[a+k-N]=g[a])Ui=N Siendo:

P al {1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=ga])((a+k>N Ub[a+k-N]=ga]) y -Bi=N



la operacion inicializar ha de asegurar que € invariante se cumpla antes de iniciar la
iteracion, con la operacion:

i:=0

Se consigue este objetivo facilmente d anular € dominio del cuantificador "

la proteccion del bucle serd B °it N, y puesto que i parte de vaor 0y d bucle findiza para
i=N, la operacion avanzar, que como su nombre indica ha de hacer que € dgoritmo avance
haciala condicion de findizacion, ser&

=i+l

con lo que & agoritmo queda:

{ Qa=A U1£kEN }

accion desplazar(ab: ent/sal vect; k: natural)

i:=0;
mientrasit N hacer {P}
restablecer;
i=i+1;
fmientras

{Rea=A U
" al {1.N}.(a+kEN Ub[a+k]=d[a])U(a+k>N Ub[a+k-N]=g[a])

La operacidon restablecer ha de conseguir que € invariante, que se cumplird antes de
gecutarla, sga cumpliéndose tras la operacion avanzar. Antes de la operacion restablecer se
cumple d invariante parai:

Po" af {1.i}.(a+keN Ubfa+k]=a[a])J(a+k>N UbJa+k-N]=g[a])

y tras la operacion avanzar se ha de cumplir € invariante parai+1:

P.°" al {1.i+1}.(a+kEN Ub[a+k]=ga])Ua+k>N U b[a+k-N]=g[a])
Setiene P =PU(i+1+kEN U b[i+1+k]=g[i+1])U(i+1+k>N U b[i+1+k-N]=g[i+1])

y @ Ultimo predicado de la conjuncion del segundo miembro sera cierto s la operacion
restablecer es:
s i+1+kEN entonces
b[i+1+k]=gi+1]
sno
b[i+1+k-N]=d[i+1]
fs

[7]



El dgoritmo completo queda:

{ Q®a=A U1£kEN }
accion desplazar(ab: ent/sal vect; k: natural)
i:=0;
mientrasit N hacer {P}
s i+1+kEN entonces
b[i+1+k]=gi+1]
sno
b[i+1+k-N]=di+1]
fs
i=i+1;
fmientras
{Rea=A U
" al {1.N}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N U b[a+k-N]=g[a])

Laverificacion es:
1) PUBP R

Por disefio setiene:

Roa=A U
" al {1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=a[a])J(a+k>N U b[a+k-N]=g[a])Ui=N Siendo:

P al {L1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N U b[a+k-N]=ga])

y
BCi=N
2) QlnicP

Al hacer i=0 se anula d dominio del cuantificador " en @ predicado dd invariante y este se
cumple.

3) {PUB} S{P}
Se ha de comprobar que, suponiendo que a la entrada del bucle se cumple € invariante y
teniendo en cuenta que también se ha de cumplir la condicion de proteccion del bucle, tras

redizar las operaciones internas a bucle se sgue cumpliendo € invariate. A |la entrada del
bucle setiene:

" al {1.i}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N U b[a+k-N]=a[a])Uit N

en |as operaciones internas se asgna di+1] ab[i+1+k] 5 i+1+kEN o0 ab[i+1+k-N] g i+k>N,
luego seincrementai en una unidad. Por lo tanto ala sadlidadd bucle setendra

[7]



" al{1.i}.(a+kEN Ubla+k]=g[a])Wa+k>N Ub[a+k-N]=ga])
U(i+1+kEN U bfi+1+K]=g[i+1])Ki+1+k>N U b[i+1+k-N]=g[i+1])

loqueequivdle &

" al {1.i+1}.(a+kEN Ub[a+k]=g[a])J(a+k>N Ub[a+k-N]=ga])

queesd invariante parai+1.

4 PUBP 120

tomando como funcién limitadora t(i)=N-i es inmediato que cuando PUB b i£N y por tanto
t(i)2 0

5) {PUBU=T} S{t<T}

Se trata de comprobar que las ingtrucciones interiores d bucle hacen que decrezca la funcién
limitadora.

Egto esinmediato ya que t(i+1)=N-(i+1)<N-i=t(i)

Eficiencia

En € bucle se repiten g(N) las operaciones interiores d bucle, todas ellas son operaciones de
asignacion y por tanto de coste constante por o que € agoritmo seré de orden:

T(n=q(N)a(1)=q(N)

Se dga como gercicio @ andiss de los pardeismos entre soluciones recursva find e
iterativa



1. CODIFICACION EN MODULA 2

No se redliza andlisis de tiempo de gecucién en este gemplo, e procedimiento a seguir
es andogo a explicado para € Ejercicio 1. También se dga como gercicio la
programacion de Desplazarl.

MODULE Ejercicio4;

FROM InOut IMPORT WkiteString, WriteCard, WriteLn, Read;
FROM TimeDate IMPORT Time,GetTime;

CONST
N = 10;

TYPE
vect = ARRAY [1..N] OF INTEGER;

VAR
Vector A,VectorB :vect;

PROCEDURE Desplazar2(VAR a,b: vect;k,i: CARDINAL);
BEGIN
IF i<N THEN
IF i+1+k<=N THEN
bli+1+K]:=a[i+1];

ELSE
b[i+1+k-N]:=a[i+1];
END;
Desplazar2(a,b,k,i+1);
END
END Desplazar?2;

PROCEDURE Desplazarlter (VAR a,b: vect;k: CARDINAL);
VARi: CARDINAL;
BEGIN
i:=0;
WHILE i<N DO
IF i+1+k<=N THEN
b[i+1+K]:=a[i+1];
ELSE
b[i+1+k-N]:=a[i+1];
END;
i=i+1;
END
END Desplazarlter;



(* PROGRAMA PRINCIPAL *)
VAR kt: CARDINAL; t1,t2: Time;s:INTEGER,;

BEGIN
(* Serellena el primer vector con valores apropiados *)

FORi:=1 TONDO
VectorA[i]:=i;
END;

(* Severifica el funcionamiento correcto de cada una de las funciones *)

WriteLn;WriteLn;

WriteString(" Resultado de Desplazar2:");

Writeln;

WriteString("Vector A: ");

FORi:=1 TONDO
WriteCard(VectorA[i],3);

END;

Desplazar2(Vector A, VectorB,3,0);

Writeln;

WriteString("Vector B: ");

FORi:=1 TONDO
WriteCard(VectorBJi],3);

END;

WriteLn;WriteLn;

WriteSring(" Resultado de Desplazarlter:");

Writeln;

WriteString("VectorA: ");

FORi:=1 TONDO
WriteCard(VectorA[i],3);

END;

DesplazarIter (Vector A,Vector B,3);

Writeln;

WriteString("VectorB: ");

FORi:=1 TONDO
WriteCard(VectorBJ[i],3);

END

END Ejercicio4.
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