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2 Documentacion que hay que entregar

2.1 Indicedeladocumentacion necesaria

A modo de resumen, listamos a continuacion la documentacién gque se debe entregar al tutor, antes de la
fecha que éste disponga, para que la practica se considere completa:

1. Hoja delectura Gptica con todos los datos per sonales cumplimentados.

2. Enunciado del problema.
3. Especificacion del algoritmo.
4. Algoritmo recursivo no final:
Especificacion de lafuncién inmersoray llamadainicial.
Andlisis por casos.
Composicion agoritmica
Verificacion forma de la correccion.
Estudio del coste asintético del agoritmo recursivo no final.

5. Algoritmo recursivo final:

arbol sintactico de la funcidn recursiva.

Substituciones aplicadas segun la heuristica de K odratoff
Funcién desplegaday su equivaente plegada. Llamadainicial.
Cadigo de la funcion recursivafinal.

6. Algoritmo iterativo:
Derivacion formal dd agoritmo iterativo.
Caodigo del agoritmo iterativo resultante por derivacion directa.
Estudio del coste asintético del algoritmo iterativo.

7. Implementacion:

Cdbdigo M odula-2: Se entregaran los listados de los médulos impresos y un disco conteniendo |os
mismos listados junto con una versién compilada del programa.

8. Juego de pruebas:. para cada prueba han de listarse:

Entrada de la pruebay salida prevista.
Sdlida obtenida.

9. Estudio empirico del coste:
Gréfica comparativa de los costes empiricos obtenidos para las gecuciones del programa con

diferentes juegos de datos.
Comentario de los datos asi como de |os resultados obtenidos.



2.2 Comentariosala documentacion

En este apartado se explican, més detalladamente, los puntos antes listados, se aclaran algunas cuestiones
de formato y notacidn, y se hacen algunas indicaciones y precisiones sobre la documentacion que se debe
entregar.

1. Hoja de lectura Optica (HL O) con todos los datos per sonales cumplimentados.

Las HLO las repartiran los Tutores en la primera sesion obligatoria de asistencia a las Précticas. En
ellahay que rellenar, de forma reconocible por lalectora dptica, |os siguientes campos.

D.N.I.

Cdédigodecarrera: |.T.Gestion: 41; |.T.Sstemas: 40.
Cabdigo de Asignatura: 108.

Convocatoria: Junio. Semana: Primera.

Tipo de Examen: A.

Todos los aumnos deberan cumplimentar 1os campos Convocatoria, Semana y tipo de examen con
los datos antedichos, independientemente de cuando decidan examinarse.

La préctica no se considerard completa, y, por tanto, el examen del alumno no se corregira s todos
los datos consignados en la hoja de lectura éptica de la practica no son correctos, 0 sea,

s d programa de gestion de cdlificaciones rechaza la hoja de précticas
correspondiente a alumno, ya sea por datos incompletos o incorrectamente
consignados, €l examen de dicho alumno no seré calificado.

2. Enunciado del problema.

Ha de reproducirse copia del enunciado del problema y, s procede, una lista de modificaciones o
extensiones del mismo junto con las justificaciones que las sustenten.

3. Especificacion dd algoritmo.

Especificacion inicial del agoritmo, antes de redizar ninguna inmersion. Debe incluir precondicion,
declaracién o cabecera de la funcion y postcondicion. S bien la sintaxis concreta no es especiamente
importante, € desarrollo de la practica debera servir, también, a propésito de adquirir fluidez en su
mango, por lo que recomendamos se siga una de las propuestas en los textos de seguimiento de la
Asignatura. De cualquier forma, se exige coherenciay consistenciaen el uso de la sintaxis.

4. Algoritmo recursivo no final:

Especificacion de lafuncion inmersoray llamadainicial.
La funcion requiere, habitualmente, una inmersion de disefio, cuya especificacion ha de obtenerse a
partir de la origina, mas la extenson de parametros que sea necesaria. Ademas ha de anotarse la
[lamadainicia que hace que la funcion inmersora obtenga e resultado deseado. Para ello, habran de



suministrarse valores iniciales adecuados para los parametros nuevos (los propios de la funcion
inmersora, que no estaban en la origina).

Andlisis por casos.
De la funcién inmersora, comentados de manera que se pueda seguir € razonamiento sobre su
validez. Nétese que, cuanto mas precisos sean dichos argumentos, més facil sera congruir la
verificacion de lafuncion

Composicion agoritmica
Cadigo del agoritmo obtenido a partir del andlisis por casos, junto con los comentarios que sean
necesarios.

Verificacion formal de la correccion.
En la forma que aparece detallada en las referencias bibliograficas sugeridas para € estudio de la
Asignatura, 0 sea:

I. Correccion parcial:

(8) Completitud de la aternativa entre los casos (triviales y no triviaes).

(b) Satisfaccion de la precondicién para los parametros de la llamada interna.

(c) Base de lainduccion (satisfaccion de la postcondicion para los casos triviales).

(d) Paso de induccidn (satisfaccion de la postcondicién para los casos recursivos, a partir de la
hip6tesis de induccidn, esto es, la suposicion de la satisfaccion de dicha postcondicion para
los datos de lallamada interna).

[1. Terminacion de la funcion:

(e) Eleccién de una estructura de preorden bien fundado.

(f) Demostracion del decrecimiento de los datos, en ese preorden, para las sucesivas llamadas
recursivas.

Estudio del coste ddl agoritmo.
Lo que implica plantear la recurrencia adecuada, identificar los parametros y judtificarlos
oportunamente, y aplicar laférmula correspondiente para obtener su solucion.

5. Algoritmo recursivo final:

arbol sintéctico de la Ilamada recursiva, es decir, la expresidon de la llamada recursiva interna
disefiada para la primera funcién inmersora en forma de arbol sintéctico.

Substituciones aplicadas seguin la heuristica propuesta por Yves Kodratoff, explicada y aplicada
en los g emplos dados en [Pefia93, Técnica de desplegado y plegado, pag(s) 81 a 87] o [Pefad?,
Técnica de desplegado y plegado, pag(s) 94 a 99], han de substituirse los términos del subéarbol
donde aparezca la [lamada recursiva por variables (que serén nuevos parametros para la funcion
inmersora recursiva fina), savo en € caso de la propia llamada. Deben indicarse taes
substituciones.

Funcién desplegaday su equivaente plegada. Llamadainicial.

O, lo que eslo mismo, redlizar € desplegado y e plegado con |os nuevos parametros, explicarlo, y
dar la llamada inicial de la funcion inmersora recursiva final que equivae a la funcién recursiva
disefiada anteriormente.

Caodigo de lafuncion recursivafinal.

Es decir, € obtenido por transformacion a recursiva final de la funcién disefiada con anterioridad.
Es importante hacer constar las nuevas precondicion y postcondicion junto a codigo de la funcion
resultante, ya que estas diferiran de las de la funcién recursiva no findl.



6. Algoritmo iterativo:

Pasos efectuados parala derivacion forma del agoritmo recursivo.

Junto con todas aquellas justificaciones que convengan a su explicacion

Codigo del agoritmo iterativo resultante por derivacion directa, no por transformaciéon del
recursivo final.

Estudio del coste.

Funcién de cota del bucle obtenido. Estudio ddl coste, con mencién explicita ala forma en que se
ha obtenido.

7. Implementacion: El programa se codificara en Modula 2 y constara de 3 modul os.
En todos los casos, € codigo en Modula-2 ha de estar |lo megior comentado posible.

M édulo Pantalla:

- Modulo de definicion del tipo de datos pantalla para representar la pantalladel tetris.
Para poder redizar un estudio empirico del coste € programa debe poder mangjar pantallas
de diversalongitud, por lo que € tipo de datos pantalla seré un tipo estructurado conteniendo:
* La matriz donde se almacenan realmente los valores de la pantala. (Un vector
bidimensional)
* Dos valores naturaes que indiquen las dimensiones efectivas de la matriz, definidas por
restricciones sobre unas dimensiones maximas.

- Procedimiento de carga de la matriz de datos desde un fichero

Laestructura del fichero seralasiguiente:
* Un natura queindique € tamafio en filas de la pantala

* Un natura que indique € tamafio en columnas de la pantalla.

* A continuacion tantos naturales como hagan fata para codificar una pantalla de tetris
con las medidas indicadas.

Por gemplo, supongamos un fichero con € contenido siguiente
36

000

300

303

323

223

define una posicién de Tetris de una pantalla de 3 columnas y 6 filas con 3 piezas, 2 de elas
iguales, y con 2 lineas a simplificar

M édulo Matriz:
Contiene e modulo de definicion de la matriz y las funciones de comprobacion de la posibilidad

de smplificar dicha matriz. Estas funciones recibiran como parémetro una estructura de datos
matriz'y un vaor f natural.
L as funciones que habra que implementar son:

- funcion que codifique € algoritmo recursivo no final.
Es decir, implementacion en Modula-2 de la primera funcién inmersora. Ha de incluir,
como comentarios, la precondicion y la postcondicion, asi como la definicion de la
estructura de preorden bien fundado.

- funcién que codifique € algoritmo recursivo final.
Implementacion en Modula2 de la segunda funcion inmersora obtenida mediante la

aplicacion de la técnica de Desplegado/Plegado a la primera funcion. Habra de incluirse en
el codigo mediante € uso de comentarios la precondicion y la postcondicién de dicha
funcion.



- funcion que codifique € algoritmo iterativo.
Incluyendo como documentacién los invariantes y la funcion de cota del bucle.

Modulo principal:

- El modulo principa importara e modulo de la definicion de pantdla y de la matriz y
realizara las actividades siguientes:

* lecturadel fichero
* mostrar € fichero por pantallad usuario

*  Preguntar a usuario por un numero de fila'y comprobar que este est4 en un rango
véido segiin la matriz leida

* |nvocar consecutivamente a cada una de las funciones que comprueban la
smplificacion de la fila Esta invocacion se redlizara para cada funcion dentro de un
bucle con un numero significativo de iteraciones a fin de que pueda medirse € tiempo
gue emplean en resolver la simplificacion. Se leerd por tanto € reloj de sistema antes
y después de cada uno de los 3 bucles. Al findizar cada uno de €los se escribira €
tiempo medido en pantala.

8. Juego de pruebas:

Un juego de pruebas consiste en un conjunto de datos de entrada junto con la salida esperada para esos
datos. esta se contrasta con la salida que realmente produce € programa. Los juegos de pruebas
deberan estar o mas cercanos posibles a la exhaustividad, probando cuaesquiera condiciones
potencialmente productoras de errores (como por gemplo extremos de los intervalos de inmersion,
interval os vacios, puntos de corte o condiciones no habituales).

Los casos de prueba obligatorios incluiran a menos 2 ficheros:. tetrisl.txt de 6x12 vaoresy tetris2.txt
de 10x20

9. Estudio empirico del coste:

Con los datos sobre los tiempos invertidos en los céalculos, obtenidos a partir de las diferentes
glecuciones del programa, se pide que se construya una grafica que estudie € coste empirico de los
algoritmos programados. Ello implica que deben redlizarse diversas gecuciones con problemas de
diferentes tamafios, ya que, lo que se pretende estudiar con la gréfica es € crecimiento del coste
respecto a tamario del problema.

Esta gréfica representara € tiempo empleado en la gecucion del agoritmo en funcion de la longitud
dd vector de entrada. Al contar con tres algoritmos (recursivo no fina, recursivo e iterativo) que
resuelven € problema, se deberd realizar una grafica por algoritmo, para asi poder redlizar un estudio
comparativo del coste real de los agoritmos implementados.



3 Enunciado dela practica

3.1 Enunciado: texto del problema

En e conocido juego del Tetris se dispone de una pantalla por donde caen las piezas
gue se codifica en una matriz de n filas por m columnas definida como sigue:

t: vector[1..n; 1..m] de nat

Siendo la primera coordenada de la matriz e numero de la fila y la segunda
coordenada el nimero de la columna.

Cada posicion amacena un nimero natural que representa €l codigo del color de la
pieza que ocupa dicha casilla. El valor O representara una casilla vacia.

Se pide disefiar una funcion completamente verificada que, dada una matriz t con las
caracteristicas descritas y un numero f entre 1 y n nos diga g la fila f-ésma esta
completamente Ilena de piezas y, por tanto, representa una linea completada en €l

juego.

3.2 Comentarios al enunciado

Se trata de:
1. Especificar una funcién que resuelva e problema planteado.
2. Verificar formalmente la correccion del agoritmo obtenido y halar su coste.

3. Transformar e algoritmo en otro recursivo final mediante la técnica de desplegado y plegado
posterior del agoritmo inicia.

4. Disefiar formalmente un agoritmo iterativo que resuelva €l problema.
5. Implementar en Modula-2 cada uno de los algoritmos obtenidos, asi como un programa principal

gue los llame y que permita estimar (empiricamente) € crecimiento del coste tempora respecto a
del tamafio del problema.

3.3 Cuestiones sobre el enunciado

1. Piense intuitivamente como resolveriaamano e problemay exponga claramente sus conclusiones.
4 Especificacion
4.1 Consider aciones sobr e la especificacion

Parala construccion de la especificacion del problema han de tenerse en cuenta los siguientes aspectos:



- El primer paso puede ser declarar la funcidn, esto es, darle un nombre y declarar los parametros que
recibey @ resultado que devuelve, nombrandolos y decidiendo a que tipos de datos pertenecen.

- Lapostcondicion expresa € resultado que se desea acanzar, por |0 que este sera €l siguiente paso. Se
trata de expresarla de forma precisa

- Ténganse en cuenta, al expresar la postcondicidn, todos los casos posibles, con especia atencién alos
rangos vacios y a los casos extremos, ya que la sintaxis, usada imprecisamente, puede dar lugar a
equivocos y a definiciones incorrectas. Recuérdese que la postcondicion debe expresar una cierta
relacion entre las variables de saliday las de entrada.

- Una vez decidida la postcondicién, la precondicion debe restringir los casos potencialmente erroneos,
limitando & dominio de aplicacion de los datos de entrada.

- Debido ala naturaleza del problemala funcion que deberiamos obtener no nos va a permitir redizar

directamente un disefio recursivo, por lo cua deberemos especificar otra funcién que si nos lo
permita (es importante convencerse de este hecho que puede presentarse en multitud de ocasiones).

4.2 Cuestiones sobre la especificacion

1. S en la postcondicion de una funcion no se hace referencia alguna a las variables de entrada, ¢que
podemos asegurar de dicha funcion?

4.3 Especificacion formal dela funcion (trabajo del alumno)

Lainterfaz del algoritmo con el resto del programa indica las variables de entrada y de salida,
nombréndolas y decidiendo € tipo de datos a que pertenecen. En este caso tendremos dos
parametros de entrada: uno de tipo vector de dos dimensiones (t: vect[1..n,1..m] de nat) v, €l
otro, un numero que indique la fila que se quiere andizar (f: nat). A la salida la funcion debera
indicar s lafila f-ésima estd completamente llena de piezas y por tanto representa una linea
completada en € juego. Esto significa que € resultado de la funcion es un booleano (b:bool)
gue devolvera el valor 'cierto" cuando se cumpla la condicion impuesta (linea completada), y
“falso" en caso contrario

Lainterfaz puede ser: fun linea(t: vect[1..n,1..m] de nat; f: nat) dev b: bool

Lapostcondicion deberdindicar claramente si:

a) todos los elementos de la filaf-ésima de la matriz t son distintos de cero, en cuyo caso
la condicion del enunciado se cumple y por tanto la funcién devolvera e valor
"cierto"

b) o, por € contrario, existe uno o varios elementos de la fila f-ésima de la matriz t
iguales a 0, en cuyo caso no se cumple la condicion "linea completada™ y, por tanto, la
funcion devolvera el valor 'falso”

Para verificar dichas condiciones se puede utilizar:

a) € cuantificador universal "™ "delaforma {R° b="al {1.m}.t[f,a]* O}

b) o, e cuantificador existencial "$"  {R° b=@($al {1.m}. t[f,a] =0)} .
Vamos a tomar como precondicion {R° b= "al {1.m}.t[f,a] > O} ya que, a tratarse de
naturales t[f, a]* 0 se puede escribir como t[f,a] >0



En cualquier caso, R puede ser una postcondicion adecuada ya que en ella intervienen todas
las variables involucradas en e problema. Ademas ha sido necesario utilizar una variable
auxiliar (ligada) a para recorrer simbolicamente los elementos de la fila f-ésima de la matriz t
entre sus indices minimo y maximo.

Respecto ala precondicion, ¢qué condiciones han de cumplir los datos a la entrada?

El propio enunciado del problema nos dice que 1 £f £ n , marcando los limites minimo y
méximo de la variable f.

La cuestion que nos planteamos es si se debe exigir alguna condicién de dominio para los
valoresny m que determinan las dimensiones de lamatriz t. ¢Qué pasara m = 0?. Observando
la postcondicién, (en cualquiera de las variantes propuestas), €l valor de b sera 'cierto” (véase
Pefiad3 pag. 36 "Convenio sobre cuantificadores'). ¢Y para n = 0?. Esta posibilidad queda
excluidaya que a imponer alaentradalacondicion LEf£En ° 1 £f UfEn> 1£n

En consecuencia, las [lamadas con n = 0 son incorrectas, mientras que las llamadascon m = 0
son correctas y devuelven el valor "cierto”

La especificacion del algoritmo podria ser:

{Q° 1£f£n}
fun linea(t: vect[1..n,1..m] de nat; f: nat) dev b: bool
{R° b="al {1.m}.t[f,a] >0}

5 Disefiorecursivo no final

5.1 Especificacion dela funcion inmersoray llamadainicial.

Para disefiar una funcién recursiva necesitamos contar con algin parametro de entrada sobre € que se
pueda establecer un subproblema, en funcion de cuya solucion podamos resolver e problema original.
Ello implica que e tamafio del subproblema debe ser menor que € del problema.

La especificacion de la funcion que acabamos de terminar recibe como pardmetros de entrada un vector de
enteros, lo que significa que necesitaremos algun nuevo pardmetro que nos permita definir subproblemas
de menor tamafio a partir del problema original.

La funcion, que definiremos a partir de la originalmente especificada, y que incorporara a nuevo
parametro, serda una funcion inmersora de la funcién que hemos especificado. Eso quiere decir que,
ademés de |a nueva especificacion, debemos obtener una llamada inicial, asignando un valor adecuado a
pardmetro inmersor, de forma que, € resultado de la funcion inmersora sea € mismo que hemos definido
para la origind. Por cierto, utilizaremos una notacion uniforme de cara a una mejor comprension, de
manera que, s a la funcion origina le dabamos & nombre (por gemplo) de linea, a la inmersora la
llamaremosilinea.

En la especificacion hemos de tener especial cuidado en acotar € rango del nuevo parédmetro, para evitar
comportamientos erroneos o no deseados.

5.2 Calculodelainmersiéon y llamada inicial (trabajo del alumno)

Podemos "manipular” la postcondicion origina introduciendo una nueva variable en
sustitucion de una constante para debilitarla.
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Escribimos: b=["al {1.m}.t[f,a]>0] © b=(["al {1.i}.{f,a]>0 U (i=m))
R R]_ Rz
L a postcondicion original R se puede expresar entonces como R © R; U R, siendo:
{Ri° b="al{1.i}.{f,a]>0} y {R:° (i=m)}

Tomando R; como postcondicion de la nueva funcion ilinea, la interfaz de la misma
requerira la inclusion del nuevo pardmetro 'I". La interfaz de la funcion inmersora podria
ser:

funilinea(t: vect[1..n,1..m] de nat; f: nat; i:nat) dev b: bool

La nueva precondicion Q; debe completarse con las condiciones que debe cumplir la nueva
variable "i". En principio podriamos escribir  {Q:° 1£f£n U 1£i £ m}, pero debemos
plantearnos. ¢es posible ampliar € rango dei? ¢Sera correcta la llamada a ilinea para € caso
"I=0"?S1=0,¢€ vaor de b sera "cierto" por los mismo motivos expuestos anteriormente,
luego podemos admitir e valor i =0

Hasta ahora tenemos;

{Qi° 1£fENU OEIEm)
funilinea (t: vect[1..n,1..m] de nat; f: nat; i:nat) dev b: bool
{Ry° b="al {1.i}. t[f,a] > 0}

gue sera la especificacion formal de la nueva funcién ilinea .

Para obtener e mismo resultado con ilinea que e pretendido con la funcion origina linea,
bastara con gecutar ilinea parai = m, esdecir linea( t, f) = ilinea( t, f, m). De esta forma la
nueva funcion "recorrerd’ todos los elementos de lafila f-ésima de la matriz t

Por tanto, lallamada inicia ser& linea(t, f) = ilinea( t, f, m)

5.3 Andlisis por casos.

El andlisis por casos de una funcion recursiva consiste en obtener una clasificacion, dependiente de los
parametros de entrada, que permita discernir para que valores de estos existe una solucion inmediata (que
no requiere ulterior descomposicidn recursiva), y para cuaes se necesita apoyar la solucion en curso en
mas invocaciones recursivas de la propia funcién.

En cada caso, se trata de obtener una proteccion (o condicion booleana que se debe cumplir para que se
proceda a devolver la parte derecha de dicha expresion) y € resultado a devolver s esta se abre. Ha de
tenerse en cuenta, ademés, que la disyuncién de todas las aternativas debe evaluarse a cierto, para evitar
gue hayacasos sin tratar.

En la practica que nos ocupa, € caso trivial (el no recursivo) puede tratarse del andlisis de un vector vacio.
El caso recursivo requeriréa la evaluacion de un predicado 16gico en funcién de lo obtenido en una llamada
recursiva

5.4 Andlisis por casosdela funcion inmersora (trabajo del alumno)

Planteamos dos casos posibles segin el valor de lavariablei :
S i=0-> b=cierto (caso trivial)
S i>0> ? (caso no trivial)
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Para resolver €l caso no trivial y aunque después se verificara formalmente e disefio,

deberemos tener en cuenta las siguientes consideraciones:

a) Deberemos realizar una llamada recursiva a la funcion que estamos disefiando pero con
un tamafio de problema reducido. En nuestro caso se podria considerar la llamada
recursiva ilinea (t, f, i-1).

b) Analizar qué condiciones cumple el resultado de esta Ilamada (cumplira la postcondicion
de la funcién para el valor de los pardmetros utilizados en la llamada R,/ ).

Sea b' = ilinea (t, f,i-1) = " al {1i-1}.t[fa] > 0

¢) Redlizar las operaciones adicionales necesarias para obtener un resultado que cumpla la
postcondicién para los parametros originales a partir del valor devuelto por la llamada
recursiva
Sea b=ilinea(t, f,i) = " al {Li}.t[fa] >0
Puesto que b' comprueba que los i-1 primeros elementos de la fila f-ésima de la matriz t
sean distintos de cero, y b hace lo mismo con los i primeros elementos de dicha fila, para
alcanzar el mismo resultado bastara comprobar si €l elemento i esdistinto de O ; es decir,
b= b U([f,i] >0)

Luego para €l caso recursivo (no trivial) se puede escribir
i >0 > ilinea(t, f,i-1) U(t[f, i] > 0)

d) Asegurarnos informalmente de que la reduccion aplicada conduce a casos mas pequefios
gue necesariamente han de terminarse en el caso trivial. En este caso es evidente que i ira
decreciendo hastallegar ai = 0

€) Asegurarnos de que entre el caso trivial y @ no trivial se cubren todos los estados
previstos en la precondicion. En este caso también se cumple.

Y a estamos en condiciones de escribir la inmersiéon no final

5.5 Composicion algoritmica (trabajo del alumno).

La composicion agoritmica no es mas que la expresidn, utilizando una sintaxis algoritmica, del trabgjo
gue hemos realizado hasta € momento, es decir, la especificacion formal y € andisis por casos. En ela
deben pues incluirse la precondicién, la declaracion o cabecera de la funcidn, la dternativa de las
protecciones con sus resultados, dada por € andlisis por casos, y la postcondicion.

Si bien, como ya aludamos en & comentario introductorio a la documentacion requerida (véase € apartado
2.2 en la pagina 7), la sintaxis concreta no es especiamente relevante, si es menester fijar y utilizar una
sola forma de notacion, y hacerlo de manera consistente y coherente. Asi pues, utilizaremos la sintaxis
descrita en [Pefiad3] o [Pefiad7], con la que € aumno debera estar familiarizado antes de abordar la
realizacion de este apartado.

La composicion agoritmica, que estamos a punto de escribir, constituye € codigo de la funcién, que, en
adelante, nos servira de documentacion y de base para la verificacion formal de la correccion.

En € espacio dgjado a este propdésito a continuacion, transcribase la composicion agoritmica de la
funcion ilinea.



El disefio recursivo por inmersion no final quedar&:

{Qi° (L£fE£n) U (O£i£ m)}
funilinea (t: vect[1..n,1..m] de nat; f, i: nat) dev b: bool

caso i=0-> cierto
] i>0-> ilineat, f, i-1) U (t[f,i]>0)
fcaso

ffun
{Ry° b="al {1.i}. t(f,a) > 0)}

5.6 Verificacion formal dela correccion.

Una vez obtenido e cadigo de la funcion ilinea, hemos de verificar, formamente, su correccion. Para
simplificar las explicaciones copiaremos, a continuacion, la forma general de una funcién recursiva lined,
tal como se describe en [Pefiad3, Figura 3.2, pag(s) 53] o [Pefad7, Figura 3.2, pag(s) 61]:

{Q(x)}
funf (x: T, ) dev(y: T,)°
casoa(i_) > triv (X) o
[1 B (X) > ¢ (f(s(x)),X)
fcaso
ffun

{R(X,y)}

Figura 1: Forma abstracta de una funcion recursivalineal

5.6.1 Completitud de la alternativa (trabajo del alumno)

Como la funcion ha de estar bien definida en su dominio, hay que demostrar que € conjunto de
protecciones que hemos obtenido en € andlisis (véase 5.3) cubre todos los casos posibles, para lo que hay
gue contar con la precondicion, ya que esta da e conjunto de estados que son pertinentes a la funcién.

Esto eslo mismo, y siguiendo la notacion de lafigura 1, hay que demostrar que Q (>_<) p Bt(;) U Bm(>_(),
gue es € siguiente trabajo que hay que llevar a cabo.

En este caso es evidenteque[(LETEN) U (O£i£m)] P (=0)U(i > 0)

5.6.2 Satisfaccion de la precondicién para la llamada interna (trabajo del alumno)
La funcion ha de invocarse siempre en estados que satisfagan su precondicion, o sea, hay que demostrar

queQ (x) UBy (x) P Q(s(X)).

La precondicion aplicada a i es [ (1£ f£ nNUOE i£m)] y para i-1 es [ (1£ f£ n)UJOE i-1£ m)].
Tendremos que comprobar que [(IEf £NU(OE i Em)]U(G > 0) b [(1£ f£ n)UOE i-1£ m)],
que se reduce a comprobar que (0 £ i Em)WUi > 0)P 0£i-1£m, esdecir 1 iEmP 0£i-1£m
lo que resulta evidente.
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5.6.3 Base delainduccion (trabajo del alumno)
Esto es, ha de demostrarse |a satisfaccion de la postcondicion para los casos triviales, 0 sea, Q (X) U B (X)
P R(X,triv(X)).

En el caso trivial, se devuelve el valor ciertoy es evidente que b = [" al {1.i}.v(f,a) > Q]

parael caso i = 0 tomael vaor b = cierto, en consecuencia podemos afirmar que € vaor
devuelto por lafuncion en el caso trivial cumple la postcondicién

5.6.4 Paso de induccion (trabajo del alumno)
Hay que probar la satisfaccion de la postcondicion para los casos recursivos, a partir de la hipétesis de
induccién, esto es, de la suposicion de la satisfaccion de dicha postcondicion para los datos de la llamada

interna. Formalmente, hay que demostrar que Q (X) U By (X) UR((X), ¥) P R(X,c( Y, X))

En este gempio, lallamada Se realiza disminuyendo & valor dei, esdeciT stransiormaia i - 1y
suponiendo que dicha llamada cumple la postcondicién, € vaor devuelto supone la
comprobacién de que los i-1 primeros el ementos de la fila f-ésima son distintos de cero. En la
operacion adicional se comprueba s € elemento t[f,i] estambién distinto de 0, con lo que se
obtiene la postcondicion aplicada a i, ya que ésta lo que comprueba es precisamente que |0s |
primeros elementos de lafila f-ésima de lamatriz t sean distintos de cero.
Formamente: ~
R(s(x),y)=b=["al {1i-1}.t[fa] > O]
Q(X)UBn(X)=[(LEFENUOEI £mM]WUi > 0) b (IEFEN)ILEIEM)
R(X,c(y, X)) ¢ ? ["al {Li}.t(fa)>0] = b=b U (t[f,] >0) yaque
oy, x)=b U ([fi] >0)

b U ([f,i] >0) = [(t[f, 1] >0) U([f, 2] >0) U........U (t[f, i-1] > 0)]) U (i[f,i] >0)
="al {Li}.t[ffa]>0=b

5.6.5 Eleccion de una estructura de preorden bien fundado (trabaijo del alumno).
Hay queencontrarh: D; ® Z td que Q(X)P h(x)3 0

Q(x) ©° [(QEFENUEELIEM]
IV)D i30
h(t,fi) = i

5.6.6 Demostracion del decrecimiento de los datos (trabajo del alumno).
En ese preorden, para las sucesivas llamadas recursivas. Esto equivale a demostrar que Q(x) U By (X) P

h(s(x)) < h(x)

Q(X)UBy(X)=[LEFENUOEI £m)] Ui > 0) b h(tf,i-1)=i-1£ i = h(t,)
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Una vez verificada formamente la correccién de la funcion propuesta, aplicando la
Maxima37 (Pefia93 pag 64) podriamos transformar el cédigo de lafuncion ilinea

{Qu° (LEfEn) U (0Li£m)}
fun ilinea(t: vect[1..n,1..m] de nat; f, i: nat) dev b: bool
caso i=0 - cieto
[ i>0 > sear=t[fi]en
casor=0 - faso
[ r>0->ilineat, f,i-1)
fcaso
fcaso
ffun
{Ry° b="al {1.}.t[fa] >0)}

Con esta nueva propuesta tenemos la ventaja de que en el caso no trivial o primero que hacemos es
comprobar si t[fi] = 0y en ese caso se interrumpe el procedimiento recursivo y se devuelve
inmediatamente el valor falso sin necesidad de seguir recorriendo el resto de elementos de la fila.
Ademas hemos transformado |a funcidn en recursiva final ya que no existe operacién adicional, (no
esnecesaria).

5.7 Estudio del coste del algoritmo (trabajo del alumno).

Esto implica plantear una recurrencia a partir del tamafio del problemay la forma de decrecimiento de este
end p.bf., identificar los parametros y resolverla, tal como se muestra en [Pefia93, Resolucion de
recurrencias, pag(s) 14 a 17] o [Pefiad7, Resolucion de recurrencias, pag(s) 16 a 20].

El tamafio del problema viene dado por m que representa el nimero de columnas de la matriz
En este caso € tamafio del problema decrece por substraccion siendo pues las formulas a
aplicar:

I Q(n*) s a<l

_}en® § n< T {Q(M*) & a=1
T(n) = . I
(n) LaT(n-b)+cn* s n3 1% Y Q@) s a>1

Como €l coste del caso trivial es constante (consiste en devolver e valor cierto), k = 0.
Ademés b = 1 ya que a cada nueva invocacion de la funcion e tamafio de los datos decrece
enunaunidad. Y a= 1 yaque solo se produce una llamada interna a la funcion.

0y 3 DSH, Tiam

Es decir, se trata de un agoritmo de coste lineal
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6 Transformacion arecursivo final: Desplegado-plegado

6.1 Arbol sintactico de la funcién recursiva. (trabajo del alumno)
Dibujese € arbol sintéctico de la llamada recursiva interior de la funcion no fina ilinea (rama ddl caso no
trivia).

(1) 2 ©)

AN AN AN

a a

ilinea t[f,i]>0 ilinea ilinea bb

/N /N

tfi-l t f i

6.2 Substituciones aplicadas. (trabajo del alumno)
Segun la heuristica de Kodratoff, explicada y aplicada en los gemplos dados en [Pefia93, Técnica de

desplegado y plegado, pag(s) 81 a 87] o [Pefiad7, Técnica de desplegado y plegado, pag(s) 94 a 99].
Detallar |as substituciones aplicadas.

La substitucion aplicadaes bb = (t[f,i] > 0)
bb es una variable de tipo booleano que tomara €l valor cierto cuando el valor del elemento i
de lafilaf-ésima de lamatriz t seadistinto de Oy falso si t[f,i] = 0.

La nuevafuncion iilinea debera cumplir: iilinea(t, f, i, bb) = ilinea(t, f, i) Ubb
y parabb=ciertotendremos iilinea(t, f, i, cierto) = ilinea(t, f, i)

6.3 Desplegado y plegado. Llamada inicial. (trabajo del alumno)

En este gpartado han de listarse todas las transformaciones que permiten desplegar y posteriormente
plegar lafuncion ilinea en la nueva funcidn, recursiva find, iilinea (inmersion de ilinea). Ha de darse,
ademas la llamada inicia que hace que iilinea(?) = ilinea(?), andlogamente a punto 5.1, donde se
calculabalallamadainicia para queilinea(?) = linea(?)

Es necesario recalcar en la importancia de modificar la precondicion y la postcondicion, ya que al redlizar
el desplegado y posterior plegado se afiadira a la funcién un nuevo parametro, por lo cua la precondicion
y la postcondicion deberan reflgjarlo de forma adecuada.

Para poder aplicar la técnica del desplegado-plegado es necesario que la operacion adicional
en la funcién de combinacion (€ segun figural del apartado 5.6) tenga las propiedades de
elemento neutro y asociativa.

La operacion légica U tiene como elemento neutro & valor cierto y sabemos que cumple la
propiedad asociativa (PUQ)UR® PU (QUR)
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Para desarrollar |a técnica de desplegado y plegado basta seguir |os siguientes pasos:

o Sustituir en iilinea(t, f, i, bb) = ilinea(t, f, i) U bb la funcion ilinea por su desarrollo
trasladando la operacion adiciona a cada uno de los casos

iilinea (t, f,i,bb) = casoi=0-> cierto Ubb
casoi > 0> [ilinea(t, f, i-1) U(t[f, i] > 0)] Ubb

o Aplicamos la propiedad elemento neutro en € caso trivial y asociativaen € no trivia:

iilinea (t, f,i,bb) = casoi=0-> bb . R
casoi > 0-> ilinea(t, f,i-1) U[(t[f, i] >0) Ubb]

o Aplicando la definicion dada para iilinea tenemos iilinea(t, f, i, bb') = ilinea(t, f, i) U bb'
d caso no trivial parai = i-1 y bb' = ((t[f, i] > 0) Ubb), con lo cual tendremos:

iilinea (t, f,i,bb) = casoi=0-> bb
casoi > 0 -> iilinea(t, f, i-1, [(t[f, i] > 0) Ubb])

o Obtenemos una solucion recursiva final para el problema:
funiilinea (t: vect[1..n, 1..m] de nat; f, i: nat; bb: bool) dev b: bool
caso i=0 - bb
[ i>0 ->iilineat, f,i-1, [(t[f,i] > 0) Ubb])
fcaso
ffun

Lapostcondicién de esta funcion seraladeilinea parai = m, es decir, lainicial:
{R.° b="al {Lm}.t[fa] > 0}
En la precondicion se han de incluir las condiciones adecuadas para la nueva variable bb.

Estas condiciones pueden deducirse del hecho de que iilinea(t, f, i, bb) = ilinea(t, f, i) U bb.
Comparando las postcondiciones deilinea e iilinea:

{(RR°b="al {Li}.tfffa]>0]} y {R°b="al{Lm}.t[fa]>0)]}
se deduce que, para que € resultado devuelto por la llamada iilinea(t, f, i, bb) sea igua al
devuelto por ilinea(t, f, i) Ubb tendraque ser bb = "al {i +L.m}.t[fa] >0
NOTA: & parédmetro bb contendra en cada llamada € resultado (cierto o falso) de comprobar
que los (m—i)-ultimos elementos de lafilaf-ésima det son distintos de 0.
Laprecondicionserd& {Q,° (AE£FENUOEI £m) U(bb="al {i +L.m}.t[fa] > 0)}

Como iilinea(t,f,i,cierto) = ilinea(t,f,i) y, por otra parte sabemos que ilinea(t,f,m) = linea(t,f),
lallamada inicial paralafuncién iilinea sera linea(t, f) = iilinea(t, f, m, cierto).

Con estallamada se cumple la precondicion yaque a ser m+ 1> m, bb sercierto
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6.4 Cddigo dela funcién recursiva final. (trabajo del alumno)

Y, por fin, agui se debe transcribir € cddigo de la funcion recursiva fina ilinea, completo con la
precondicion y postcondicion.

El cadigo de lafuncién recursiva fina quedar&
{Q2° LEFENUOEI£EMU(Dbb="al {i +L.m}.t(fa) > 0)}
funiilinea (t: vect[1..n, 1..m] de nat; f, i: nat; bb: bool) dev b: bool
caso i=0 > bb
[ i>0 ->iilinea(t, f,i-1, (t[f, i]>0)Ubb)
fcaso
ffun

{Re°b="al {Lm}.t(fa) > 0)]}

o De manera andloga a como hemos comentado en e caso de la funcién recursiva no final,
ahora también podriamos plantear otro desarrollo del codigo paralafuncion iilinea

{Q°LEFENUOEIEMU (bb="al {i +1.m.t[fa] > 0]}
funiilinea (t: vect[1..n, 1..m] de nat; f, i: nat; bb: bool) dev b: bool

caso i=0 = bb

[ i>0 - caso(i[f,i] =0)-> falso
[1 @[f,i]>0) -> iilinea(t, f, i-1, bb])
fcaso

fcaso
ffun
{R,°b="al {1.m}.t(fa) > 0)]}

7 Disefio iterativo

7.1 Cuestiones preliminares sobre € disefio iterativo

A continuacion se va a proceder a disefiar un nuevo agoritmo que resuelva e mismo problema, pero en
este caso de formaiterativa.

Partiremos de la postcondicion de la funcidn especificada en 4.3, y derivaremos € invariante del bucle
iterativo (consultar [Pefiad3, derivacion de invariante a partir de la postcondicion, pag(s) 117 y 118] o
[Pefiad7, derivacion del invariante a partir de la postcondicion, pag(s) 133 y 134] y [Bac93, derivacion
directade bucles, pag(s) 227 yss.]).

7.2 Derivacion del invariante partiendo de la postcondicion (trabajo del alumno)
Escribase aqui € invariante del bucle, junto con las explicaciones necesarias para explicar su derivacion
formal. Pista: se puede probar debilitando la postcondicién.

Patimosde b="al {Lm}.t[fa] >0° b= ("al{1i}.t[ffa] > 0) U@ =m)) d igua
que hicimos para € céculo de la funcién recursiva no final, sendo R° R, U R, con
R.°b="al {Li}.t[f,.a] > 0) y R, © (i = m), pero ahoralostérminos Ry Ry los
utilizamos de forma diferente: uno de ellos servira como invariante del bucle, y € otro,
negado, como condicién de finalizacién del mismo, de formaque. PUGB P R
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Probaremoscon P° RL y B° Rz, tendremos entonces un primer disefio iterativo dado por:

fun linea _iter(t:vect[1..n, 1..m] de nat; f: nat) dev b: bool
Inicidizar;
mientrasi* mhacer {P° b= ("al {1.i}.t(f,a) > 0)}
Restaurar;
Avanzar;

fmientras
ffun
{R° b= ("al {Lm}.t(fa) > 0)}

Pero tengamos en cuenta que € invariante se satisface antes de la primera iteracion, después
de cada una de €ellas y después de la Ultima, es decir, a la terminacion del bucle. S el bucle
termina, 1o hace satisfaciendo el invariante P y, ademés, la negacion de la condicion B.
Parano “perdernos’, volveremos a recordar que lo que en nuestro caso garantiza el
invariante es que la variable b representara el valor (cierto / falso ) obtenido como resultado
de comprobar s los i-primeros elementos de lafilaf-ésima det son distintos de cero. Cuando
se compruebe que hemos acanzado e ultimo elemento de lafila i = mla funcién devolvera
el valor que en ese momento tenga b.

7.3 Instruccion avanzar del bucle (trabajo del alumno)

Una vez obtenido € invariante del bucle procederemos a derivar su cuerpo, comenzando por una
instruccién avanzar que haga progresar € bucle hacia su terminacion (consultar [Pefia93, derivacion de
bucles a partir de invariantes, pag(s) 116] o [Pefiad7, derivacion de bucles a partir de invariantes, pag(s)
132] y [Balc93, derivacion directa de bucles, pag(s) 227y ss]).

Antes de abordar €l término Avanzar vamos a tratar el término Inicializar. Necesitamos unas
instrucciones Inicializar que hagan vdido {Q} Inic {P}. Esto supone declarar las dos
variables que intervienen en € invariante (i , b) asignandoles valores que hagan que antes de
iniciar e bucle se cumpla ya e predicado invariante P. Estos valores iniciales son los que
hacen nulos los dominios de los cuantificadores. Asi pues, asignamos €l valor 0 a la variable
i. Entoncesresultaque b= (" al {L.i}.t(fa) > 0)] sera cierto, por lo que asignaremos ese
valor inicia paralavariable b afin de que se cumplaP.

Por tanto: var i: nat, b: bool
i:=0;
b:= cierto

En & término Avanzar se han de modificar las variables necesarias para que se acerque €
bucle a su condicién de finalizacion. En nuestro caso, dado que i se inicializa con € valor 0 y
la condicién de finalizacion es i = m bastard con incrementar € valor de i, asi Avanzar
quedara:

Avanzar® i:=i+1
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7.4 Restablecimiento del invariante (trabajo del alumno)

Esta instruccion de avanzar hara que d invariante que habiamos calculado haya perdido su propiedad de
invarianza, por ello sera necesario incluir otra instruccion (o secuencia de instrucciones) que nos permita
restablecer dicha propiedad (consultar [Pefia93, derivacion de bucles a partir de invariantes, pag(s) 116] o
[Pefiad7, derivacion de bucles a partir de invariantes, pag(s) 132] y [Bac93, derivacion directa de bucles,

pag(s) 227y ss.]).

Antes de la operacion Avanzar, se cumple el invariante para i es decir que b indicara s los
i-primeros elementos de la fila f-ésima det son distintos de O, por tanto sera:

b="al {1i}.t(f,a) > 0° ({[f,1]>0)U(t[f,2] >0)U(t[f,3]>0)U... U(t[ f,i]>0)

Parai + 1 @ invariante impone que b’ = (*al {1.i + 1}.t(f,a)>0) que en forma
desarrolladay aplicando la propiedad asociativa equivale &

b = ("al {1.i+ 1}.t(f,a) > 0) © [({[f,1]>0)U(t[f,2]>0) U... U(t[f,i]>0)] U([f ,i+1]>0)
podemos concluir que b’ = b U(t[f ,i+1]>0)

De la expresion anterior obtenemos que la asignacién necesaria para restaurar la propiedad
invariante del predicado P ser&:

Restaruar © b:= b U(t[f ,i+1]>0)

7.5 Cadigo del algoritmo iterativo (trabajo del alumno)
A continuacion se debera escribir @ codigo completo del algoritmo iterativo junto con su precondicion y
postcondicion.

El disefio quedara finalmente:

{Q° 1£f £n}
fun linea_iter(t:vect[ 1..n, 1..m] de nat; f: nat) dev b: bool
var i: nat, b: bool
i:=0;
b:= cierto
mientrasi® mhacer {P° (b= "al {1.i}.t(f,.a) > 0)
b:= b U(t[f ,i+1]>0);
=i+ 1
fmientras
ffun

{R° b= ("al {Lm}.t(f,a) > 0)}
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Al igua que hicimos con las funciones recursivas, para € caso iterativo podriamos
plantearnos una reduccion en € nimero de iteraciones. En e caso de que b tome d vaor
falso en aguna de las iteraciones ya no haria fata continuar con mas repeticiones ya que
evidentemente e resultado de la funcion sera falso.

La solucién que se propone a continuacion realizard un nimero menor de iteraciones salvo
para los casos en que la fila esté completada o sea € Ultimo elemento de lafila @ Unico con
vaor 0

{QP° 1Ef£n}
fun linea_iter(t:vect[1..n, 1..m] denat; f: nat) dev b: bool
var i: nat, b: bool
i:=0;
b:= cierto
mientras (i * m) U (b= cierto) hacer {P° (b= " al {1..i}.t(fa)> 0)}
b:= b U(t[f ,i+1]>0);
=1+ 1;
fmientras
ffun
{R° b=("al {1.m}.t(fa)> 0)}

7.6 Estudio ddl coste. (trabajo del alumno)

En este apartado se debera escribir (a partir del invariante) la funcion de cota del bucle y € coste del
algoritmo iterativo obtenido en e apartado anterior (esto ultimo, segun aparece en [Pefia93, Reglas
practicas parael caculo dela€ficiencia, pag(s) 11y ss] o [Pefiad7, Reglas practicas para € caculo de la
eficiencia, pag(s) 12y ss.]). Se deberarazonar dicho coste segln las anteriores reglas.

Para abordar € estudio del coste de la funcién iterativa recurriremos a las reglas practicas para €l
calculo de eficienciaexplicadas en Pefia93 apartado 1.4

El coste de las operaciones internas a bucle es el coste de dos operaciones consecutivas de
coste constante (+y U) y por lo tanto el coste es constante

El nimero de iteraciones depende de my por laregla del producto, € coste total es:

Q=Q(D)* Q(m) =Q(m*1) =Q(m)
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7.7 Cuestiones sobrela funcion iterativa

1. Transforme lafuncion recursivafina iilinea en unafuncién iterativaiilinea. Comparese con la funcion
obtenida en € apartado 7.5

Lasolucion recursivafinal era:
{Qe(LEFENUOELI £m)Ubb= ("al {i +L.m}.t(fa) > 0)}
funiilinea (t: vect[1..n, 1..m] de nat; f, i: nat; bb: bool) dev b: bool

caso i=0-> bb
O i > 0->iilinea(t, f,i-1, [([f, i] > 0) Ubb])
fcaso

ffun
{R.° b= ("al {Lm}.t(f,a) > 0)}
Su equivalencia iterativa daré lugar a un bucle en € que:

a) La inicidizacion de las variables consistira en asignar a las variables
involucradas los mismo vaores que se utilizan en la llamada inicial en la
funcién recursiva. Ennuestrocaso i = m y bb = cierto

b) Lacondicion del bucle seraladel caso no trivial en €l caso recursivo: i> 0

c) El invariante del bucle sera € predicado dado por la igualdad entre la
conjuncion de la precondicion del algoritmo recursivo y de la funcién aplicada
a los valores iniciales y la propia funcion para vaores genéricos, es decir:

P(X, Xini) © Q(X) Uf(Xin) = f(X)

En la préactica conduce a predicado dado por la precondicion de la funcion
recursiva ya gue la postcondicion del algoritmo recursivo final no depende de
los pardmetros, luego en nuestro caso:

{Po (O£i £m) Ubb= (" al {i +L.m}.t(fa) > 0)}

d) Sedevolveratras el bucle é mismo vaor que se devolviaen € caso trivial en €
algoritmo recursivo: bb

€) La precondicion de la funcion iterativa sera e predicado utilizado en la

precondicion de la recursiva en € gue se sustituyen las variables genéricas por
sus valores iniciales, es decir:

Q (Xini )= LEFEN) UOEMEM) Ucierto= (1L £ £n)

L uego la precondicion del algoritmo iterativo serd {Qiwer © (LEfE£n) UO£m)}



El algoritmo iterativo a partir del recursivo fina sera
{Qite © (LEFE£n) U0 E£m)}

fun iilinea_iter(t: vect[1..n,1..m| de nat; f: nat) dev b:bool

var i: nat; bb: bool;

ii=m;

bb:= cierto;

mientras i> 0 hacer {P° (O£i£m) Ubb=(" al {i + L.m}.t(f,a) > 0)}
bb:= bb ULt[f, i];
i=i-1

fmientras

dev bb:
ffun

{Rite © b= (" al {1.m}.t(f,a) > 0)}

2. ¢Cud es € coste del agoritmo iterativo, obtenido en e anterior punto? Compéarese con € coste del
algoritmo recursivo obtenido en 5.7 y con el del algoritmo iterativo obtenido en 7.6.

El coste serd el mismo que & obtenido en los agoritmos anteriores, es decir
detipo lineal

Si se comparan los bucles obtenidos por derivacion y e obtenido en € punto
anterior se observa que se dan las mismas condiciones para el calculo del coste

8 Implementacion en Modula-2

8.1 Cédigo Modula-2 y juego de pruebas (trabajo del alumno).

A partir de este punto, debe afiadirse € codigo, en Modula-2 de las funciones ilinea, iilineay linea-it, asi
como un procedimiento de recogida de datos, un programa principal, un juego de pruebas, y, por ultimo,
un estudio comparativo del coste, incluyendo una gréfica al efecto, como se describe en la documentacion
(véanse los puntos 7, 8, y 9 ddl apartado 2.2).
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